Bonusmaterial 1: Differentialformen und Integralsatze

1. Differentialformen: Betrachte eine Teilmenge 2 d R". ) X o < v““‘ L.
A

Definition: Ein Ausdruck

) o= Y fusdn..

mit Funktionen f;,

-----

Bemerkung: Fiir den Vektorraum V := R" identifizieren wir das Symbol dz; mit der Linearform

R" — R, ()»—)x,

Tn

Dann ist dzy,...,dz, die zu der Standardbasis von V duale Basis des Dualraums V'V, und eine Differen-
tialform vom Grad r ist eine Funktion Q — A"(VVY:
Spezialfall: Eine Differentialforma vom Grad r = 0 ist einfach eine Funktio

Bemerkung: Jede Differentialform vom Grad > n ist Null.




2. Ableitung: Der Einfachheit halber betrachten wir nur beliebig oft differenzierbare, das heisst C'*°-

Abbildungen, anstatt C*-Abbildungen fiir beliebiges k. Sei zunichst Q offen in R".2 ( j )
Definition: Die Ableitung einer C'*°-Funktion f Dﬁ

DX,/ 73)( J

ist eine C*°-Differentialform vom Grad 1.

Definition: Fiir jede C*°-Differentialform w wie in (%) sei

de =Y dfiig Nz, AN d,

1< <...<tr<n

Dies ist eine C'*°-Differentialform vom Grad r + 1.

Proposition: Fiir jede C*°-Differentialform w wie in (k) gilt

| ddw =0. l




3. Parametrisierung: Betrachte eine Teilmenge B C R™ und eine Funktion w Ky

X X

®1
@z(;):B%QCR”.

©n

Wir nehmen an, dass alle Koeffizientenfunktionen ; auf einer Umgebung von B beliebig oft differenzierbar

sind, so dass ihre Ableitungen dyp; existieren. ?
B T & SL= R
Definition: Fiir jede C'*°-Differentialform w wie in (x) setzen wir N
fo
F Pw =Y (fin0 @) dpy A A dipa. I i
1< <. <ip<n T q T Ce
L OLYL'HOK(K'LOQ):JFZ

Proposition: Ist w differenzierbar, so gilt

\gg*m = " (dw).




4. Skalares Integral: Sei nun 2 eine ,schone” kompakte m-dimensionale Teilmenge von R™, und ¢ eine
,schone Parametrisierung von ). Dafiir soll B kompakt mit schonem Rand 0B und gleich dem Abschluss

n ] R

| Jw

seines Inneren sein, und ¢: B — () soll fast iiberall bijektiv sein.

Fiir jede Differentialform w vom Grad m auf {2 ist dann p*w eine Differentialform vom Grad m auf B,

also von der Form

g-ldacl/\.../\dyc/m’.__)&R‘m‘L N /\M(\!V) _

/w = /g-dazl/\.../\dxm ::/ ~--/g~d:r1---dxm.
Q B Tm T1

Proposition: Dies hingt nur von 2 und w sowie von der durch ¢ induzierten Orientierung von () ab,

Definition:

und ist ansonsten von der Parametrisierung unabhéngig. Insbesondere dndert es sich nicht, wenn wir die

~

Parametrisierung ¢ durch ¢ o1 ersetzen fir ¢»: B" — B mit det(V) > 0 tberall.




4. Integralsatz: Sei () wie oben und zusétzlich 02 = ¢(9B) eine ,schéne” m — 1-dimensionale Teilmenge.
Sei w jetzt eine C*°-Differentialform vom Grad m — 1. Dann ist dw eine C'*°-Differentialform vom Grad m.

\ Satz von Stokesj Es gilt




Spezialfall m = n = 1: Hauptsatz der eindimensionalen Differential- und Integralrechnung:
Betrachte ein Intervall Q = [a, b] mit a < b und eine C*°-Funktion f: Q — R. Dann gilt

AN
L e e

la b] Ola,b]

Spezialfall m = 1 < n Kurvenintegral: Betrachte ein Intervall B = [a,b] mit ¢ < b und eine Para-
metrisierung ¢: B — ) C R" einer Kurve. Sei f: 2 — R die Einschrinkung einer C'*°-Funktion. Dann

gilt
-
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Spezialfall m = n > 1 Divergenzsatz: Seien B = {2 C R" mit nichtleerem Inneren und ¢ = id, und
sei F'= (Fy,..., F.)T ein Vektorfeld auf 2, also eine C°°-Funktion {2 — R". Zu diesem assoziieren wir die

Differentialform . %
w = E E-(—l)i-dxl/\.../\gx\i Adz,.
— — = L,__,____—_--———I
o X e A (VY

Fiir diese gilt

L:J:J: T A:F\ ; (_'I/( A ‘J‘kl - O(XL' -/—,\0()(,,‘

"\ OF; .
dw = (dei>-dx1/\.../\.../\dxn = (divF)-dxg A ...

i=1
BrS
Av = ?2“ (~l) Jk AJJ(K

und
(div F) dvol i dvw = / / F-ds, 1 gk
/ o0 } o0 — (_;VL' -~ ILJ\A/\_‘

wobei dS (fiir “Surface”) das von dem Standard-Skalarprodukt induzierte (n — 1)-dimensionale Volumen-
element auf 0} ist.

A%




5. Der Spezialfall n = 3: Betrachte eine offene Teilmenge Q0 C R3, eine C*™°-Funktion f: Q — R, und
F1 Gl — .
zwei C*°-Vektorfelder F' = (F2> Q= Riund G = (Gz) : Q — R3. Fiir diese definiert man

F3 G3 2
T - J
. , _ (0f of of

Gradient von f: grad f := (a—m, pord 3—9:3) doo= 2 GQTL.,{JJ(L.
ory _or 7 LU
dxo dxg DI'

Rotation von F': rot F = %—% = L x oA ”{/(t', _
or, _oF SRL A >
dxq dxo L,d =1

Divergenz yon G: divG = G+ 52 + 52 (;ﬂr?_ ) digndg

Assoziiert man zu F' und G die Differentialformen — Lok, %, '
w = Fydr;+ Fydrs + F3dxs, -+
o= G1 dl’g/\dl‘g—ng{El/\dI3+G3dl’1/\dI2, .

so gilt

F=gradf <— df =w,
G=rotF <= dw=m, \

f=divG <= dr = fdxy Ndxy Adxs.

Somit bedeuten

ddf =0 <= rotgrad f =0,
ddw =0 <= divrot F = 0.

Satz von Stokes:

Q/ (rot F)dS =




Bonusmaterial 2: Unendlich-dimensionale Vektorraume

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

Erinnerung: Ein K-Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt, heisst endlich erzeugt.

Satz 1: Fiir jede Teilmenge S C V sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) S ist eine Basis von V.

(b) S ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

(c) S ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V.

Satz 2: Fiir jedes Erzeugendensystem F von V und jede linear unabhéngige Teilmenge L C FE existiert
—_—_————————e—
eine Basis B von V mit L C B C E.

Folge 37 (a) YJedes Erzeugendensystem von V' enthélt eine Basis von V. L: ?5
(b) Jede linear unabhéngige Teilmenge von V' lésst sich zu einer Basis von V' erweitern. £ = V
¢) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis. = - _
(c) (=¢ =V

—

In §4.6 hatten wir Satz 1 und die Implikation ,Satz 2 = Folge 3 allgemein, den Satz 2 aber nur fiir V'
endlich erzeugt bewiesen. Der Spezialfall L = @ von Satz 2 wurde in der Ubungsaufgabe 21 der Vorlesung

,Grundstrukturen gezeigt.
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In der Vorlesung ,Grundstrukturen wurde der allgemeine Begriff der Kardinalzahl und der Kardinalitat

| X| einer Menge X eingefiihrt. Dort wurde auch gezeigt:

Y| < |X).

= |Y| dquivalent zu | X| <

Satz 4: (a) Fiir je zwei Mengen X und Y ist | X|

(b) Fiir jede unendliche Menge X gilt | X| = |X x Z|.

(c) Fiir jede unendliche Menge X gilt |X| = |U, 50 X"|. k Vg dar ol T X
M:é/

Satz 5: Fiir je zwei Basen B, B’ eines Vektorraums V' gilt |B| = |B’|.

/1
Folge 6: Die Dimension eines allgemeinen Vektorraums V' ist durch dim (V)

M e %D“(L) A b
/be b a(-’(Uc/s/Z.
fyw% B
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= |B] fiir eine beliebige

Basis B von V' als Kardinalzahl eindeutig definiert.
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Satz 7: Fiir jeden K-Unterraum V' C V gilt

Satz 8: Fiir jede lineare Abbildung von K-Vektorrdumen f: V — W gilt ~ 0.
: Ve (p) = tead ()

dimg (V) = dimg Kern(f) + dimg Bild(f).

Insbesondere ist dim Kern(f) < dim(V') und dim Bild(f) < dim(V').

Vorsicht 9: Fiir V' unendlichdimensional folgt aus dim g (V') = dimg (V') nicht schon V' = V.




Schliesslich haben wir in §5.10 gezeigt:

Satz 10: Fiir jeden endlich-dimensionalen K-Vektorraum V' gilt dim g (V) = dimg (V).

Jetzt beweisen wir dazu:

Satz 11: Fiir jeden unendlich-dimensionalen K-Vektorraum V' gilt dim g (V) < dimg(V'").

- R cdndng wim .

Bemerkung 12: In §5.10 hatten wir einen natiirlichen injektiven Homomorphismus V' — (V)" kon-

struiert. Wegen Satz 10 ist dieser ein Isomorphismus falls dim g (V') < oo ist. Im unendlich-dimensionalen
Fall folgt aus Satz 11 nun schon direkt dimg (V) < dimg(VY) < dimg((V'Y)Y); allein darum kann dieser

Homomorphismus also kein Isomorphismus sein.

Lemma 13:

Fiir jeden unendlich-dimensionalen K-Vektorraum V' gilt |V| = max{| K|, dim(V)}. f
{ -
Lemma 14 Fiir jeden unendlich-dimensionalen K-Vektorraum V' gilt |VY| = dimg (V).
B
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